‘Premiére Spécialité - Chapitre 11

Au cours de 'exercice, nous aurons besoin des exercices

suivants:

® Dans le triangle ABC rectangle en B.

COSER’ = %
T AB
o8 (Z) -T2

AB = 2-cos (%)

V2

AB = 2x —
2

AB = /2

® Dans le triangle ADFE rectangle en D.

DAE = —
cos AE
<z> B AD
cos 6) = 1

AD = 4-cos (%)

AD:4><\g§

AD =2+/3
@ Le point D est le projeté orthogonal du point E sur la
droite (AD).
Les vecteurs AB et AD étant colinéaires et de méme

sens.

AB . AE = AB - AD = ABxAD = /2% (2-1/3)

2x3 =2:1/6
@ Le projeté orthogonal du point C' sur la droite (AD) est
le point B.

Les vecteurs AB et AD étant colinéaires et de méme
sens, on a:

— = = —
AC-AD = AB-AD
D’apres la question précédente :

=246

Le point D est le projeté orthogonal du E sur la droite
est le point D.
=

©

Le vecteur DD étant le vecteur nul, on a:
e
DA-DE=DA-0 =0

Q
)

@ L’angle 107 étant droit, on a: cosI0J =0
On en déduit :
— — — — —
OI-0J = ||OI||x||0J||x cos IO.J
— =
= [ [0 x0 =0

(@) OA-0C = || 0A||x[|0C]|x cos 20C

®

= 2X2X cos

A

)_4x\[_2\[

6

(b) OF - OB = ||OE|| x||0B||x cos EOB
= 2X3X cos (%) = 6><£ = B-ﬂ

@ @ Leb deux angleb BOC et DOF sont adjacents:
BOD + DOF = BOF

30 + DOF = 45
DOF =45 — 30
DOF =15
Déterminons la valeur du produit scalaire:
— —

— = —
OD - -OF = ||ODH><HOEH>< cos DOE = 3x2x cos (15)
~ 5,796 ~ 5,8

@ Les angles ﬁ, HOF, FOB sont adjacents et sup-
plémentaires. On en déduit:

KOH + HOF + FOB = 180

™ e — Vs
— +HOF+ = =
6+ Ty
HOF+5—*
12
5
HOF =7 — 2L
T 12
— Tz
HOF = —
12

Déterminons la valeur du produit scalaire :
—y —> > — T
OF -OH = HOEH ><HOHH>< cos EFEOH = 2x3X cos (E)
~ 1,553 ~ 1,6

C.3 ) Considérons la configuration ci-dessous:

B

@ Le projeté du point C sur la droite (AB) est le milieu H
du segment [A_B>]

Les vecteurs AB et AH ayant le méme sens, on a:
— = — —
AB-AC =AB-AH = ABxAH =3x15=45

@ Notons H' le projeté orthogonal du point I sur la droite
(AB).
Les droites (CH) et (JH') étant perpendiculaires & une
méme droite: elles sont paralléles.

BI 1
Du rapport — = =5 et a I'aide du théoréme de Thales,

BC
"B
== BH' =
B 5 - 0,75 cm
On en déduit la valeur du produit scalaire:

e
BA-BI = BAxBH' = 3x0,75 = 2,25

Considérons la configuration ci-dessous:
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AN
il FE
M

@ Le projeté du point F sur la droite (DFE) est le point E.
Le calcul du produit scalaire donne:
e e e T T S
DF-DE=DE-DF =DFE-DFE
— -
Les vecteurs DE et DE ayant méme sens:
= DExXDE =5x5=25

@ Le projeté du point D sur la droite (DE) est le point D.
On en déduit :

_— e = = = =
DG-DE=DD-DE=0-DE=0
@ Dans le triangle DEF rectangle en F, le théoréme de
Pythagore donne la relation:
DF? = DE? + EF?
DF? =52 + 252
DF =+/25+46,25
DF = /31,25
e ——"
On place le point M tel que: HD = DM
—
Les vecteurs DF et DM étant de sens opposés, on en
déduit :
— = = ——
DF-HD =DF-DM =—-DFxDM

= —+/31,25x Y 321’25 =32 565

2

—  —
@ Les deux vecteurs AH et AB étant orthogonaux, on en
déduif:
AH-AB=0
—
@ Le vecteur BC' est colinéaire et de méme sens avec lui-
méme, on en déduit :
— —
BC-BC =BCxBC =2x2=14
— = o
@ Les vecteurs F'E et F'H sont colinéaires et de sens op-

posés. On en déduit :
— —
FE-FH=—-FEXFH = —-2x4 = -8

@ Les Vec.t(;urs BA et BC étant orthogonaux, on en déduit :
BA BC = O

—
@ Les vecteurs AO et OC' étant colinéaires et de méme sens,

on en déduit: /s )
f f 2" 2 1
16-0C = | 40| < |[oc | = _VE 2 1

@ Les vecteurs DO et CO sont portés par les deux diago-
nales du carré ABCD: _ces deux vecteurs sont orthogo-

DO CO—O

@ Les vecteurs DC et BC’ sont portés par deux cotés adja-
cents du carré: ces deux vecteurs sont orthogonaux. On

naux. On en dedult.

—_— —
en déduit: DC - BC =

[c7
{E—y%e projeté du point C' sur la droite @i[} ) est le point B.

—
De plus, comme les vecteurs Al et AB sont colinéaires
et de méme sens, on a:

— —
Al - AC = AIxAB = 3x6 =18
- =
@ Les vecteurs IA et IB étant colinéaires et de sens op-
posés, on en déduit le produit scalaire de ces deux
vecteurs :
TA-IB=—-JAXIB =-3x3=-9
@ Les Vecteurs I A et__}BI étant égaux, on en déduit:

I A BI —.gA IA
Le vecteur T A étant colinéaire et de méme sens avec lui-
mége, on en déduit :

H
IA-BI =TAxIA=3x3=9
@ Le projeté du pointgsur la droite (DA) est le point O.

De plus, le vecteur DL étant colinéaire et de méme sens
avec lui-méme, on en déduit :

—
DL DO =DLxDL =1,25x1,25 = 1.5625

@ Leb vecteurs K O et 2[; étant égaux, on a:

KO DB DL DB
Le projeté du point B sur la droite (DL) est le point A.
- =

De plus, les vecteurs DL et DA sont colinéaires et de
méme sens.
On en déduit 'égalité:
— —
KO-DB=DLxDA =1,25%x2,5=1,875
@ Les Vecteurs OC et £>O étant égaux, on en déduit:

AB CO AB AO
Le projeté du point O sur la droite (AB) est le point
— =3

I. De plus, les vecteurs AB et Al sont colinéaires et de
méme sens. On en déduit :

AB-CO = ABxAI =6x3 =18

C.8
g%alculons les prodults scalalres demandes
o LI — (F+F1+F2) Fi = F-F,+ F\-F, + FyF,
- = - = - =
= [[E[l-[[F1]l- cos ao+ [| P [[- [ 1] + | F2 - | Fv]]- cos y
=96 -cosa + 48 - cosy 4 64
e T S N S e e RS SNPES SR
® R-F)= (F+F1+F2)-F2 —F Fy+F - F+F-F
— ||| | F3l|x cos B + | F1 | -
=72-cos 3+ 48 - cosvy+ 36

|Fbl|x cos v + | Fal|

e T = T T N e S S S e
o B F=(F+F+F)F=F F+F F+F F
- = — = — =
= [ F N+ [E-LF [ cos o+ [ Ea[[-|| F[|x cos B
=96-cosa+ 72 -cos 3+ 144
- -
@ @ Puisque R=0, on doit également avoir les égalités
suivantes :
= = = = - = -
R- In"=0 ; R-Fob=0 ; R-F=0
On obtient le systéeme d’équations suivant :
96- cos @ + 48-cosy + 64 =0
72-cosf + 48-cosy + 36 =0
96-cosa + 72-cos 5 + 144 =0
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En divisant les deux membres de la premiere ligne par BC? = AB? + AC?
16; eI\1 divisant la seconde ligne par 12; en divisant la BC? = 152 + 82
troisiéme ligne par 24; on obtient : 5
BC* =225+ 64
6-cosa + 3-cosy+4=0 )
6-cosfS + 4-cosy +3 =0 BC= =289
4-cosa + 3-cosf +6=0 BC = +/289
@ En notant: X=cosa ; Y=cosf ; Z=cosy BC =17Tm
Le systéme devient : ® Dans le triangle ABD rectangle en D, d’apres le
6.X+ 37+4=0 6X+ 37——4 théoreme de Pythagore, on a:
AB? = DA? + DB?
6Y +4Z+3=0 — 4X+3Y =—6 +
AX+3Y 6=0 6Y +4Z=-3 152 = 9% + DB
N = e 225 = 81 + DB?
— ¢ 12X+4+9Y =-—18 — —9Y+6Z=10 DB? = 144
6Y+4Z= -3 6Y+4Z2=-3 DB = /144
12X+ 67= —8 12X+ 67= —8 DB=12m
—_— = = —
— 18Y —122=-20 — 18Y —12Z=-20 (2) (a) BC-BA=BAxBC = BAXxBA =15% = 225
— — e — —
18Y +12Z= —9 —247=-11 (b) AB-BD = (-BA) - BD = —(BA- BD)
— —
12X+ 6Z= —8 12X+ 62= -8 = —(BD-BA) = ~BDxBD = —122 = —144
_ 11 —
— 18Y-12Z2=-20 __ 18y_3:_20 @ AD-DE =0
11 11 — — — — —_— —
7= o Z= 3 (d) DB-AB = (-BD) - (-BA) = BD - BA
12X + 6Z = -8 12X+ 67= -8 = BDxBD =122 = 144
— — — = — —
29 29 (e) DA-AB = (-AD) - AB = —(AD - AB)
= -ADXAD = —-9? = -81
Y Y (f) BC-CA=(-CB)-CA=—(CB-CA)
11 43 — —
12X+ T -8 12X == = —(C’A . C’B) =—CAxCA =—-8x8=—-64
29 29
Y =—— Y =——
= 36 - 36 C.10
7— 11 7 11 Dans le triangle BHC' rectangle en H et d’apres le
24 24 théoreme de Pythagore, on a la propriété:
X 4 AC? = BH? + HC?
- 48 132 = 122 + HC?
— Y = —% 169 = 144 + HC?
11 HC? =169 — 144
7= 95 HC? =25
Ainsi, le systéme initial a pour solution : HC = +/25
43
cosq = —— HC=5
;18 La relation de Chasles permet d’écrire les décomposi-
cosff = —— tions:
36 — = —
11 ¢ BA=BH+HA
Ccosy = 21 — == —
¢ BC=BH+ HC
Les relations trigonométriques inverses nous permet- L . , . )
tent d’obtenir la mesure de ces trois angles: Le produit scalaire Iﬂt 5 CXpriner par-
L/ 43 ) BA-BC = (BH + HA)(BH + HC)
a = cos (—@)~153,6 e e T T e s S S
29 =BH -BH+BH -HC+HA-BH+ HA-HC
— —1(_=27)\ ~ o
B = cos < 36)~14377 =122 4040+ (~9x5) = 144 — 45 = 99
11 . S . .
— -1 ~ (] :
vy = cos (ﬂ) ~ 62,7 @ C_e> prﬁ;ut scalaire s exprime aussi par -
BA-BC = BAXxBCx cos ABC = 15x13x cos ABC
De I'égalité de_(;es dﬂf expressions du produit scalaire
(1) ® Dans le triangle ABC rectangle en A, d’aprés le des vecteurs BA et BC':
théoreme de Pythagore, on a:
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99 = 15x13x cosA/B\C

i 99
ABC =
cos ABC' = 1273
i 99
_ —1
ABC = cos (15><13)

ABC ~ 59,489
ABC ~ 59,5

0 On utlhsera les deux decomp051t10ns

MB = MA+AB ; MC MD+DC

l

On en déduit l'expression du produit scalaire
— — —
= (MA+ AB) (MD + DC)

[
8
—

5—x) +04+0+ 6><6frec- —5-2 4+ 2%+ 36
2?2 — 5.2+ 36
® Dans le triangle M DC' rectangle en D. D’apres le
théoreme de Pythagore, on a:
MC? = MD? + DC?
MC? = (5—1)° +62
MC? =5% — 10z + 22 + 36
MC? = 25— 10z + 2% + 36
MC? = 2% — 10z + 61
Dans le triangle ABM rectangle en A. D’aprés le
théoreme de Pythagore, on a:
MB? = AM? + AB?
MB? = 2? + 6
MB? = 2% + 36

I | | Elsl
S| Q%El

® Le produit scalalre M C’ M B est aussi deﬁm par:

MC - MB = MCxMBx cos CMB
(MC - MB)? = (MCxMBx cos CMB)®
= MC?xMB?x [cosﬁ/[\B]2

2
211023 4+9722-3602+1296 = (22-102+61) (22+36) x (\f)

(22—5-2+36)

224-202319422-720242592 = £4-10249722-3602+2196
241023 +972%-3602+396 = 0
® D’apres la question précédente :
x* — 1022 + 10722 — 360z + 396 = 0
(2% =524 6) (2> — 52 +66) =0
Un produit est nul si, et seulement si, au moins un de
ses facteurs est nul:
e Résolvons I’équation : —5z+6=0
Le membre de gauche est un polynéme du second
degré dont le discriminant a pour valeur:
A=1—dac=(-5)" —4x1x6=25-24 =1
On a la simplification :
VA=/1=1
Le discriminant étant strictement positif, on en dé-
duit que ce polynéme admet les deux racines:

—b—+/A —b+VA
T = T2 = — (=

2-a 2-a
_ (=5 -1 (=5 +1
T 92x1 T 2x1
51 541
T2 2
4 6
T2 )
=2 =3

e Résolvons I'équation: 22—5-2+66=0
Le membre de gauche est un polynéme du second
degré dont le discriminant a pour valeur:

A =12 —dac=(—5)" —4x1x66 = 25 — 264 = —239
Le discriminant étant strictement négatif, on en dé-
duit que ce polynéme n’admet aucune racine.

On en déduit que I’équation admet pour ensemble des
solutions:

8:{2;3}

On remarquera que, 1’étape:
H —> —_—
MC - -MB=MCxMBxcosCMB
= =9 — 2
= (MC~MB) = (MCxMBxcosCMB)

est une implication et pas une équivalence. Il faut main-
tenant vérifier que les valeurs trouvées sont solutions de
I’équation de départ.

C.12 ) Utilisons la formule:

AB? = AC? 4+ BC? — 2x AC'x BC'x cos ACB
— 13,69 + 49 — 51,8x cos (48) = 62,69 — 51,8x cos (48)
~ 28,029

On en déduit la mesure du segment [AB] au millimétre prés:

B~ /28,029 ~ 5,294 ~ 5,3cm

’ C.13 ) Les formules d’Al-Kashi appliquées au triangle ABC
permettent d’écrire 1’égalité:
AC? = AB? + BC? — 2x ABx BC'x cos ABC
3% = 5% + BC? — 2x5x BC'x cos (30)
2 V3
9=25+BC~ — 10><BC><7
0= BC? —5+/3-BC + 16
En notant z la longueur du segment [BC], on a P'égalité:
22 —5y/32+16=0
Etudions le polyndme du membre de gauche de I’équation qui
est une équation du second degré dont le discriminant a pour

valeur: )
A=t —d-a-c=(-5y/3) —4x1x16=25x3-64=T5—64=11

Ce polynéme admet les deux racines suivantes:

—b— /A —b++/A

T = —— To =
2-a 2-a

~(-5v5) - Vi ~(-5v8) + V1T

2x1 2x1

_5/3-V11 _ 5B+ V11
2 2

On en déduit que deux triangles réalisent les conditions de

https://kcauvinl.chingmath.fr



I’énoncé avec:

® BC = ng‘/ﬁ ~ 2,67~ 2,7cm
® BC = E)\/?:;—\/ﬁ ~ 5,99 =~ 6,0cm

Les formules d’Al-Kashi appliquées au triangle ABC
permettent d’écrire 1’égalité:
BC? = AB? + AC? — 2x ABx AC'x cos BAC
172 = AB? 4 23% — 2x ABx23x cos (45)

2
989 = 529 + AB2 — 46><AB><\2[

= AB2 — 23./2-AB + 240
En notant z la longueur du segment [AB], on a 1'égalité:

2% — 231/2-x + 240 = 0

Etudions le polyndéme du membre de gauche de 1’équation qui
est une équation du second degré dont le discriminant a pour
valeur:

A=b>—d-a-c=(-231/2)"~4x1x240=1058-960 =98

On a la simplification: /A = /98 = /72x2 = 7-1/2

Ce polynéme admet les deux racines suivantes:

—b—+/A —b+ /A
NE . 2T 7Tha
_ —(-23v2) - 7\/2 _ —(-23V2) +7/2
N 2x1 N 2x1
_16y/2 3042
2 2
=82 =15v/2

On en déduit que deux triangles réalisent les conditions de
I’énoncé avec:

® AB=28/2~11,3137~11,3cm
® AB=15\/2~212132~212cm
Ainsi, on peut calculer la mesure des trois angles du

triangle ABC':
——  AB? - AC? - BC?

cos AC —2-ACxBC
5323727
cos (ACB) VY v
— 5,32 — 3,72 - 7?
ACB=cos ! [T+ 1———
¢ €08 ( —2x3,7x7 )

ACB ~ 48,0906 ~ 48,1°
—— AC? - AB® - BC?

. pr—
cos ABC “2ABxBC
—— 372_532_72
s AB - -
cos ABC —9%5.3x7
— 372 _ 532 _72
— el (2 )
ABC = cos ( —9%5,3%7 )

ABC ~ 31,3012 ~ 31,3°

BC? — AB? — AC?

. /\:
cos BAC 5 ABXAC
7253237
S BAC = L — 22 — 90
cos BAC = —— 33
— 72 532 3,72
BAC = cos—! (=27 — 0
€08 ( —9%5,3%3,7 )

BAC =~ 100,6080 ~ 100,6°

C.16 ) Les formules d’Al-Kashi appliquées & ce triangle don-
nent :

® AB2 = AC? 4+ BC? — 2x ACxBCx cos ACB
® AC? = AB? + BC? — 2x ABx BCx cos ABC
® BC? = AB? + AC? — 2x ABx AC'x cos BAC

Ainsi, on peut calculer la mesure des trois angles du triangle
ABC':

® cos ACB =

AB? — AC? — BC?

—2xACxBC
— 6,42 — 4,82 — 8?2
ACB) = 22 5% 7O
COS( ¢ ) 2-x4.8%8
— 6,42 — 4,82 — 82
_ -1 > )
ACB = cos ( —2-x4,8%x8 )

ACB ~ 53,1301 ~ 53,1°
AC? — AB? — BC?

Y ABC —

cos ABC 9% ABxBC
482 (42 82
sABC = 22— 2~

€08 ¢ —2%x6,4%8
— 4,82 — 6,42 — 82

_ (s )

ABC = cos ( —2%6,4x8 )

ABC ~ 36,8698 ~ 36,9°
BC? — AB? — AC?

® cos BAC = —2x ABx AC
cosB/x‘E1 = m
B//E’ =cos~! (m)
BAC = cos™! (m)

§1—4\0 = cos™! (O)
BAC = 90°

C.17 ) D’apres les formules d’Al-Kashi, on a la relation:
BC? = AB? + AC? —2x ABxAC x cos BAC

472 =552 46,22 — 2x5.5%6,2x cos BAC
472552622 = —92x5,5%6,2x cos BAC

— 47?2 -55%—-6,22
BAC — b b) b
o8 —9%5,5%6,2
. 2_rr2_ @02
BAC = cos™! (4’7 5,5 — 6,2 )
—2x%95,5%6,2

BAC ~ 46,899
BAC =~ 46,9°
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égalités:

® (Calcul de la longueur DC': sin BOM _ sin cMB _ sin MBC
, . . ) BM CB MC
La formule d’Al-Kashi donne dans le triangle BC'D: sin135  sin25  sin20
DC? = BD? + BC? — 2xBDxBCx cos DBC BM ~ CB 35
=62 + 62 — 2x6x6x cos 35 = 36 + 36 — 72x cos 35 Utilisons ’égalité :
~ 13,02105 sin25  sin 20
Par application numérique, au dixieme pres, on obtient : CB 3,5
=~ 1/13,02105 ~ 3,6084 ~ 3,6 cm Par utilisation du produit en croix:
® Calcul des longueurs AD: sin(25)x 3,5 = C'Bx sin(20)
Dans le triangle ABD, on a les formules: CB — sin(25)x3,5
sinDBA _ sinADB _ sin DAB sin(20)
AD ~  AB DB CB = 4,3247
Nous connaissons les valeurs suivantes: CB =~ 4,3km
sin 48 — sin 47 — sin 85 @ Des trois formules d’Al-Kashi dans le triangle PC B, util-
AD AB 6 isons la formule:
Utilisons ’égalité : PB2 PC? + BO? — 2x PCx BC'x cos PCB
sind8 _ sind7 =52 44,32 — 2x5x4,3x cos(45)
AD 6 \/5
sin(48)x6 = sin(85)x AD PB% =52 +4,32 — 2x5x4,3x ==
Ap — n(48)x6 PB? ~ 13,0844

sin(85)
AD % 44759 ~ 4.5 m PB ~ /13,0844 ~ 3.6172 ~ 3,6 km

® Calcul des longueurs AB:

On utilise la formule obtenue précédemment et sachant
que 'angle ADB mesure 47°

sinD/B\A _ sinADB sinD/A\B
AD AB DB
Nous connaissons les valeurs suivantes:
sin48  sin47  sin&5
AD  AB 6
Utilisons ’égalité :
sin47  sin85

AB 6
6x sin(47) = ABx sin(85)
AB — 6><.sm(47)
sin(85)

AB =~ 4,4048 =~ 4,4¢cm

Les pomts P, C et M's M sont alignés, on en déduit que

les angles PCB et BCM sont supplémentaires :
PCB + BOM = 180

45 + BCM = 180
BCM =180 — 45

BCM = 135°
Par supplémentarité des angles dans le triangle BC' M,

on a:
—_—

BCM + CMB + MBC = 180°

135 + 25 + MBC = 180°

160 + MBC = 180
MBC = 180 — 160

MBC = 20°
@ Dans le triangle M BC, la formule des sinus donne les
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