Premiére Spécialité - Chapitre 7
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@ Les cinq premiers termes de la suite (un) ont pour

valeur :
3x024+0+2 0+04+2 2
® uy = = =—-—=1
042 2 2
3x124+41+2 6 3+1+2
® Yy =—=-—=——=2
1+2 3 3
3x22 4242 124242 16
.u2: = :—:4
2+2 4 4
. u O 3x324+3+2 27+342 32
T 73+2 7 3+2 5
3x424+4+2 48+4+2 54
.U4: = :—:9
442 6 6
@ Voici les cinq premiers termes de la suite (vn) :
.’UQ:l
—4x1 —4 -4
® v = = = — =1
3x0—4 0-—-4 —4
o o —4Ax1 -4
T34 1
. _ —4x4 16 8
BT84 2
o . _—4><(—8)_g
YT 3x3-4 5
@ On a les quatre premiers termes de la suite (un) :
2 2
o uo— x0 +0+5:§_5
0+1 1
2x12
.ulzw:§:4
1+1 2
2x2% 42
0w, DXH245 15
241 3
2x32+3+5 26 13
.ug—iz—:—
341 4 2

o Les cinq premiers termes de cette suite ont pour valeurs:
7 7
OuO:—Z[L—@JP]+3:—E(L—Q+3

:—£x0+3:3
7 L 7
d Ul——z[l—(_l) ] +3:_Z[1_(_1)] +3
7 1
7 ) 7
® up=——[1— (-1 +3=—=(1-1)+3
4 4
:—£x0+3:3
7 5 7
oug_—i[y—@J)]+3=—1{L—p4ﬂ+3
:—£x2+3:ff
0u4_—£@f4—nﬂ+3=—@(y—n+3
:4£x0+3:3

@ On remarque que les termes de la suite prennent des
valeurs alternées; on peut également dire que les termes
de la suite sont cycliques de période 2.

’ C.4 ) Voici les cing premiers termes de la suite (un) :

n 0 1 2 3 4
Up, ) 9 17 33 65

o Les cinq premiers termes de la suite ont pour valeur :

.’()0:3
l—vg 1-3 =2 1
.’Ulz = —_— = — -
14+vg 143 4 2
1 1 3
() 14y
.’0717’017 2/ +272
2= - - 1T 1
14+vm 1_’_(_7) L L
2 2 2
32
=_-x-=3
271
0 po— 12 _1-3_ -2 1
T 14w 143 4 2
1 1 3
() 14y
.’0717’037 2/ +272
4= — — —
AT E
2 2 2
3 2
= —%x-=23
21

@ Les termes de la suite ne prennent que deux valeurs suc-
cessivement ; comme il a été dit dans la question @, la
suite est périodique de période 2

e .’U,OZ?)

® up =2uy—2=2x3-2=6—-2=4

https://kcauvinl.chingmath.fr



® up=2u; —2=2x4-2=8-2=6
® uz=2uy —2=2x6-2=12-2=10
® ®u=1
® up=2up—2=2x1-2=0
® uy=2u; —2=2x0—2=—2
® uz=2uy—2=2x(-2)—2=—6

@ .UQ:2

ug—2 2-2
.ulz = — =
ug + 1 241
u1—2 0—-2
.UQZ = — = —
-2 =-2-2 -4
.u3:UQ = =4

s +1  —2+1 —1

On a les premiers termes:

® uy =2

® u; =3

® Uy =u; +2u=3+2x2="7

® us =us+2u =7+2x3=74+6=13

Voici les cing premiers termes de la suite (un) :

® uy=3

® =1

® us =2u; +up=2x14+3=5
® uz =2us+u; =2x5+1=11
® uy=2us+uy=2x11+5=27

Ona:

® uy=-1

® yy=uy+0—-2=-14+0—-2=-3
® Ypy=u;+1-2=-34+1-2=-4
® u3=us+2—-2=—-4+2-2=-4

Voici les quatre premiers termes de la suite (un)
® yuyg=2
® up =3u)—2x0+1=3x2—-0+1=6+1=7
® upo=3u —2x14+1=3x7T—-24+1=21-2+1=20
® u3 =3 uy —2x24+1=3%x20—44+1=60—4+1=057

D’apres les figures de 1’énoncé, on a les valeurs suiv-

antes: up =3 ; uz=9 ; wuz3=18

@ @ faux:

Car, en utilisant la formule proposée:
ug =3u; +3=3x3+3=9+3=12+#9
@ faux:
Car, en utilisant la formule proposée:
® uo—=u; +6x1=3+6=9
® uz =1us +6x2=9+12=21:18

@ faux:

Car, en utilisant la formule proposée:
® uo=u; —3x1+9=3-3+9=9

® uz3=uy —3x2+9=9-6+9=12#18
Ainsi, la réponse correcte est la réponse @

2) () ®u=12+2x1=1+2=3

® Uy =2242x2=4+4=8+#9
1 1
@u=2x2-l41=2 7 1-043

2 2 2
3 1 3 1
® y=1>+xl4+-=14+-+-=3
(@ ®m=V+oxl+s=1+5+5
3 1 1 1 15
® up =22+ -x2+4-=4 - = ==
Uz +2>< +2 +3+2 7+2 27&9

Ainsi, la réponse correcte est @

(3) En utilisant expression explicite de la suite (u,) trou-
vée a la question , on obtient :
3 3 3
Uug = §><62+§><6: §><36+9:54+9:63
11 est donc nécessaire d’avoir 63 allumettes pour constru-
ire la 6° étape de la construction.

[C.12
?0 Pour la suite (uy) définie par: w, =2-n*—n+1

n 0 1 2 3 4
U 1 2 7 16 29
. o 4—n
® Pour la suite (vn) définie par: v,=-—
1+n
n 1 2 3 4
3 2 T
Un, — — -
2 3 4

@ ® On peut conjecturer que la suite (un) est croissante
sur N.

® On peut conjecturer que la suite (Un) est décroissante
sur N.

[c13
(1) (a) Déterminons les quatre premiers termes de la suite

(un) :

.UO=2

ew Ly L 1, 1 13
2 4 2 4 4 4

o up— iyt 3 1 3 1 1
2 4 2 4 4 8 4 8

O syt 11 13
2 4 2 4 16 4 16

@ On remarque les comparaisons :
Ug > U1 > U2 > U3
On conjecture que la suite (un) est une suite décrois-
sante.

@ @ Déterminons les quatre premiers termes de la suite

(1m)

.’U():*l

PN R N T
2 4 2 4 4 8 4 8

SR TP ) B
2 4 2 8 4 16 4 16

On remarque les comparaisons :
Vo < V1 <vg <U3

@ De la comparaison précédente, on conjecture que la
suite (vn) est une suite croissante.
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ici le tableau complété:

n |0 1121345 |6]|7|8]9]10

Up| 1 | =5 | =9 |-11|-11| -9 | =5 | 1 9 119131

@ La fonction f dont 'image de x est définie par la rela-
tion:
flx) =22 Tz +1
est un polynéme du second degré dont le coefficient du
terme du second degré est positif. Ainsi, la parabole
représentative de la fonction f admet un minimum dont
I’abscisse a pour valeur:

b -7 7

20 2x1 2

On obtient le tableau de variations suivant :

z —00 % 400

Variation

g L

7
La fonction f est croissante sur {5 ;400 [

On en déduit que la suite (un) est croissante a partir du
rang 4.

dénominateur d’un quotient ne devant jamais étre nul,
La fonction g a pour ensemble de définition:

oo 3

@ La fonction g est définie par le quotient des deux fonc-
tions u et v ou:
uw(x) =2224+1 ; v(z)=22+5
qui admettent pour dérivée:
u(z) =4z ; v(x)=2

La formule de dérivation d’un quotient permet d’obtenir
I’expression de la fonction f’ dérivée de la fonction f:

w'(z)v(x) —u(@)v(z)  4w-(2045) — (2:2% +1)x2

/ —
o= (@) (20+5)°
822 +20x— (42?2 +2) 822420 —42? -2
- (2 +5)” N (2 +5)°

_ 4x? 420 -2

 (2a+5)

@ Le dénominateur étant strictement positif sur Dy, le
signe de la dérivée f’ ne dépend que du signe du numéra-
teur du quotient.

Le discriminant du polynéme 422420z—2 a pour valeur:
A =b% — dac = 20% — 4x4x(—2) = 400 + 32 = 432

On a la simplification :

VA =1/432 = \/144x3 = 12./3

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet les deux racines suivantes:

—b— /A _—b+VA

= 2a 2 2a
. —20-12¢/3 _—20+124/3
2x4 B 2x4

4-(—5 - 34/3)

2x4 2x4
_ —5-3/3 _ —5+3\/3
- =
A T'aide de la calculatrice, on remarque que:
—5-3v3 5 —543V/3

4-(—5 +34/3)

—2<0
2 2

On obtient le tableau de signes suivant de la dérivée f:

T o —5—23\/5 _g —5+23¢§ +00
222+10z—1 + — —
f'(x) + - - +

On obtient le tableau de variations de la fonction f:

[\el[S3

X —00 T —

T2 +o0
Variation

VAN

On en déduit que la fonction f est croissante sur
{—5+23\/§;+OO{. Or- —5+23\/§

~0,098.
On en déduit que la suite (un) est croissante a partir du
rang 1.

@ D’apres la question précédente, on sait déja que la suite
(un) est croissante sur N*. C’est-a-dire qu’on a:
Up < Upy1 MENT

Déterminons les deux premiers termes de la suite:

2x02 +1 1
® Uy = ———— = —
2x04+5 5
2x124+41 241 3
.ulz = = -

2x14+5 245 7
On remarque la comparaison: wug < ug

Ainsi, on vient d’établir que la relation wu, <u,41 est
réalisée sur N.

La suite (un) est croissante sur N.

Pour étudier les variations de la suite (un), consid-

érons la différence de deux termes consécutifs de cette suite:
54+(n+1) 54n

Unt1 = Un = n+1 n
54+ (n+1)]-n  (5+n)(n+1)  n®+6n— (5+6n+n?)
T an+1)  nm+1) n(n+1)
5
TarD <

La différence de deux termes consécutifs étant toujours néga-
tive, on en déduit que la suite est décroissante sur N.

’ C.17 ) Etudions la différence Wyp1—Wn,
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Wnt1 — Wy, = 2(n+1)fnﬂ} _ (2n—§>

+1 n
2 2 2 2
=2n+2 — o 72n+f5:2+757 5
n+1 n n n+1
25(n+1)  2n _ 25(n+1)—25n
nn+1) nm+1) n(n+1)
25
=24+ —7- 0
+n(n—&—l)>

La différence de deux termes de la suite (wn) étant positive
sur N*, on en déduit la suite (wn) est croissante sur N*.

n a les manipulations algébriques suivantes:

1-(n+1) 1-n

Undl T T ) 14m
1-n—1 1—n -n 1—n
- n+2 _1+n:n+2_1+n
_ —n(l+n) (1-n)(n+2)
T (n+2)1+n) (1+n)(n+2)
- —n —n? n+2-—n?—2n
T n+2)0+n)  (A+n)(n+2)
_ —n —n? 2—n?—n
T (n+2)(1+n) (1+n)(n+2)
—-n—-n?-2+n?+n -2

(1+n)(n+2) 1+n)(n+2)

@ Pour tout entier naturel n, pour le quotient exprimant la
différence de deux termes consécutifs w1 —uy, :

® le numérateur est strictement négatif;
® le dénominateur du quotient est strictement positif
pour tout n€N.,

On en déduit le signe du quotient :
-2

(I1+n)(n+2)

Upt1 — Up <0

<0

Up+41 < Up

Ainsi, la suite (un) est strictement décroissante.

ur étudier la différence w,41—u,, simplifions séparé-

ment I’expression de ses deux termes:
® U, 1 =Mm+12—-4n+1)2+n+1)-3

=Mm+1)n+1)2-4n*+2n+1)+n—2
= (n+1)(n®+2n+1) — 4(n*+2n+1) +n — 2
=(n34+2n24+n+n+2n+1)—4n?—8n—4+n—2
=n3—n?—4dn-5
® u,=n3—4n>+n-3
Ainsi, on a la simplification :
Upg1 — Uy = (n3fn274n75) — (n374n2+n73)
=n3—n?—dn—-5-n3+4n? —n+3
=3n?—5n—2

@ Pour étudier la monotonie de la suite (un), nous allons
étudier le signe de la différence u,,4+1—uy, ; le discriminant
du polynéme du second degré obtenu par cette différence
vaut :

A=b>—4ab=(-5)?—4x3x(-2)
=25+24=49
On a la simplification : \/E =v49=".

Le discriminant de ce polynéme étant strictement posi-
tif, il admet les racines suivantes:

—b— /A —b++/A
r=—— To= —F——
2a 2a
—(-5) -7 (=B +T
T 2x3 T 2x3
! =2

3

Le coefficient du terme du second degré de ce polynéme
étant positif, on obtient le tableau de signes suivant :

T —00 —— 2 +00

32% — bx — 2 + - +

On en déduit que la suite (un) est croissante a partir du
rang 2.

1 C.20
On a la simplification :

Unt1 — Un = (n+1)? = 2(n+1)% = 3(n+1) — (n®—2n%-3n)
=(n+1)(n?+2n+1)—2(n*+2n+1)—3(n+1)—n*+2n?+3n
:(n3+2n2+n+n2+2n+1)—2n2—4n—2—3n—3—n3+2n2+3n
=n34+2n24n+n?+2n+1-2n2—4n—2—-3n—3—n3+2n+3n
=3n?—-n—4

@ Etudions le signe du polynéme du second degré obtenu
a la question précédente ; calculons son discriminant :
A =b%>—dac=(-1)? —4x3x(—4) = (-1)> —48 = 49

On a la simplification : VA = V49 =7

Le discriminant de ce polynéme du second degré étant
positif, on en déduit les deux racines suivantes:

—b— VA —b+VA

T = —— Tg = ————
2a 2a

(D7 (1) +7
T 2x3 T 2x3
=1 _diis
=5~

Le coefficient du terme du second degré de ce polynéme
étant positif, on a le tableau de signes ci-dessous:

4
x —00 -1 — +00

3z —1—4 + — +

Ainsi, la différence de deux termes consécutifs est posi-
tive & partir du rang 2: (un) est croissante a partir du
rang 2.

C.21 ) Pour connaitre le sens de variation de la suite (un),
nous allons étudions la différence de deux termes consécutifs:
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(n+1)*4+10 n*+10
2(n+1) 2n
n*+2n+1+10 n?+10
2(n+1) 2n
n-(n? +2n +11) — (n? +10) (n + 1)
2n-(n+1)
~ P 4202 +11n— (n® +10n+n° +10)  n?4+n—10
2-n-(n+1) 2n-(n+1)
L’entier n étant strictement positif, le dénominateur du quo-

tient précédent est nécessairement positif; ainsi, le signe du
quotient ne dépend que du signe du numérateur.

Up+1 — Up =

Etudions le polynéme z24z—10; son discriminant a pour
valeur:

A =0 —4dac=12—4x1x(—10) = 1 +40 = 41

Le discriminant de ce polyndéme est strictement positif; ainsi,
il admet les deux racines suivantes:

—b—/A b+ /A

N 2a N 2a

 —1—/41 14+ /41

N 2 B 2

~ —3,7 ~ 2,7

Le coefficient du terme du second degré étant positif, nous
allons obtenir le tableau de signes de ce polynome.

—1-V/41 —1+v/41
2 2

1 T2

x —0o0

224210 + - +

Ainsi, on obtient le tableau de signes pour la différence
Up+1—Up -

n 0 2 3 +o00

Up+1—Unp - +

Ainsi, la suite (u,) est une suite croissante a partir du rang
3.

n a les transformations algébriques suivantes :
Upi1 —Up =14/2(n+1)—1—+/2n—1

=V2n+2-1-—+2n-1

(Vamri-van1) (Ve D-1+2n1)
V2n+14+4/2n-1

_(2n+1)-(2n—-1) 2n+1-2n+1

V2 14+v2n—1 V2ntl+ 201
2

N V2n+1++/2n—1

@ On a les comparaisons suivantes:

> 0

>0
Upt1 — Up >0

On en déduit que la suite (un) est une suite croissante
sur N*.

Tous les termes de la suite (un)n cny Sont positifs.

Pour étudier la monotonie de la suite, étudions le quotient de
deux termes consécutifs de la suite (un) :

3n+1
, I A T
gt Ta 343y
Un 3" 4 T3 3

4

Le quotient étant strictement supérieur a 1 pour tout entier
n €N, on en déduit que la suite (un) est strictement croissante
sur N.

Chaque terme de cette suite est strictement positif;

étudions le quotient de deux termes consécutifs:

5n+1
Up 41 (n+1)+2 57l p42 n+2
U, b n+3° 5n n+3
n+2
5(n+2) 5n+10 (n+3)+ (4n+7)
- n+3  n+3 n+3
~n+3 4n—|—7_1 dn +7
S n+3  n+3 n+3
L’entier n étant un entier naturel, on en déduit que:
4n+7>0
n+3
4
14ty
n-+3
unJrll
Up,

On en déduit que la suite (un) est croissante sur N.

Les termes de la suite (un) sont strictement positifs.

Comparons le quotient de deux termes positifs:
2n+1

U1 3(n+1) 2™ 3n 2

= X =
3(n+1) 20 n+1

Up 2n
3n
C(n+1)+(n—1) n+1 n-1_, n-1
n+1 n+l n+1 n+1
Pour tout entier n€N*, on a:
n—12>20
n—1
n+1
n—1
n+1
Up41
U

=0

1+

>1
>1

La suite (un) est croissante pour tout neN*.

C.26 )

® Pour tout entier naturel n, le terme u,, est défini et non-
nul.
On a les manipulations algébriques suivantes:
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3n+1

On peut émettre les conjectures suivantes:

Uny1  2(n+1)+1  3°H L2l o I
Un 3n T +2+1 3m nestse ' T3
2n+1 ® lim v, =40
3 2n+1 3@2n+1) 6n+3 mohee
= x = = ® lim w, =
2n+ 3 1 2n + 3 2n + 3 et
_(2n—|—3)+4n_2n+3 in 1y in
 2n+3 2043 2n+3 2n + 3
® Pour tout entier naturel n, on a:
4n >0
2n+ 3
4n
1+—2>1
+2n—|—3
un+1>1
Unp,

On en déduit que la suite (un) est une suite croissante

sur N.

(1) (a) Voici le tableau complété :

n 0 1 2 3 4

5

un | -1 1,5 1,72 | 181

1,86

1,88

@ Voici les six points représentés dans le repere:

3

S

O

@ @ Ci-dessous est représentée la courbe € et les 15 pre-
miers de la suite (An) dont les ordonnées représentent

les premiers termes de la suite (un)

A As A7 As Ag A An Ap

A Au Ars

s A, 5
9 A Ay As 4

I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1

13 14 15

@ On peut conjecturer que la suite (un) tend vers 2:

lim wu, =2
n+—r—+o0o

Voici la saisie de ces trois suites dans la calculatrice

et le tableau de valeurs obtenu:

Plotl Plotz Plot3 n utm | uGm | wim
. [] [] 3 1
TYPE: FETER]  SE9(n+l)  SEQ(n+2) H 0 5077 | Ls
nMin=@a 2 .32 |5 9.3333
B-u(n)B4*ns(1+12%n) 3 9.3243 | 12 0,25

y 9.3265 | 21 0.2
u(@)Em 5 0.3279 | 32 -0.167
ull)= [ 9.3288 | 45 9.1429
I EnP2 s 7 9.3294 | 60 -9.125
B (n)Bn+2%n— 8 0.3299 | 77 0.1111
(@) 9 0.3303 | 96 0.1
v 10 0.3306 | 117 9.0909
v(l)= 11 0.3308 | 140 0,083
12 0.331 | 165 9.0769
B (p)B(-1)7/(n+1) 13 0.3312 | 192 0,071
14 0.3314 | 221 0.0667
“’(@)E 15 9.3315 | 252 9.063
w(1l)=0 16 0.3316 [ 285 | 0.0538
17 0.3317 | 320 9.956
13 9.3318 | 357 9.9526

19 9.3319 | 396 .95
9.332 | 437 9.0476
n=20

https://kcauvinl.chingmath.fr



