Premiére Spécialité - Chapitre 6
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3z _ 2z 721.(ex 2:5)
® S -
)

e3x_|_e21 e—2;c (e3x+62;z ez+e0
et =1 (e"—1)(e” +1)
Cet 1 (em 1) (e +1)
()12 e
(" +1)°  (er+1)°
eS:EJrl — 62:1:
De la propri¢té (e?=e® = a=b):
S5r+1=2x
Sr —2x = —1
3r=-1
_ 1
T3

L’ensemble des solutions de cette équation :
1
{1
3
@ e3w+1 =1

eSx+1 — e0

De la propriété (e“:eb o a:b) :

3x+1=0
3r=—1
1
=3

L’ensemble des solutions de cette équation:

=)

e
© =1
[§]
elf?)w —e
el—Sx — el

De la propriété (ea:eb = a:b) :

1-3z=1
—3rxr=1-1
—3x=0
0
T3
z=0

L’ensemble des solutions de cette équation :

§ = {0}

[C.14)
exp(z) =e

exp(x) = exp(1)
Par la stricte croissance de la fonction exponentielle, on

en déduit qu’il existe une unique solution a cette équa-
tion:

s={1}
@ exp(—z) =1
exp(—z) = e°
Par la stricte croissance de la fonction exponentielle :
exp(—z) =exp(0) = —x=0

On en déduit qu’il existe une unique solution a cette
équation :

s = {0}
©®) exp(2z—1) =e
exp(2z—1) = exp(1)
Par la stricte croissance de la fonction exponentielle :
2c—1=1
r=1
L’ensemble des solutions de cette équation est:

S={1}
@ e" —e =0
xT e_x —
e (1— ~ ) )
e"(1—e27) =0

La fonction exponentielle est non nulle sur R:

1—e 2% =0
e 2% =1
2T — o0
Par la stricte croissante de la fonction exponentielle:
— 2z =0
=0
Ona: S= {O}

C.15
De I’équation :

e”(e** —e?) =0
Un produit est nul si, et seulement si, au moins un de ses
facteurs est nul:
e’ =0
pas de solution ¥ —e2=0
eQz — e2
D’apres la propriété:

(e®=e® = a=b):

2 =2
2
Tr= -
2
r=1

L’ensemble des solutions est: S = {1}
@ De I’équation :
(e?’w_l — 1) (e2_z — e) =0
Un produit est nul si, et seulement si, au moins un de ses
facteurs est nul:

o -l _1=0
edr-l _ g0 =
e31:71:60

D’apres la propriété: (e*=e’ = a=b):
3r—1=0
3x =1
1

3

xTr =

® 2T _e=
e? T =e
e2—r — el

D’apres la propriété: (e“:eb = a:b):

2—x=
—r=1-2
—r=-1
r=1
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1
L’ensemble des solutions est: S = {g ; 1}
@ De I'équation :
e’ —x=0
z-(e”—1) =0
Un produit est nul si, et seulement si, au moins un de ses
facteurs est nul:
z=0 e*—1=0
e =1
e = el
D’apres la propriété: (e“:eb = a:b):
z=0
L’ensemble des solutions est: S = {0}

n a les transformations suivantes:

e*+e =0
ez~(1 + e_%) =0
Un produit est nul si, et seulement si, au moins un de ses
facteurs est nul ; sachant que la fonction exponentielle ne
s’annule pas sur R, ceci entraine:
l+e =0 = e 2®=-1
Or, la fonction exponentielle étant strictement positive,
cette derniére équation n’admet aucune solution:
S=0
@ Cette égalité peut se transformer en:
631-1-1 — e—2w+3
eB;c-i—l
e—2z+3 1
e3$+17(72w+3) =1

e5T—2 _
P N
Des propriétés de la fonction exponentielle :
or—2=0
5r =2
2
=3

On en déduit ’ensemble des solutions: S = {f}

e —1=0
e =1
e2ac:e0

Des propriétés de la fonction exponentielle :
20 =0
z=0
On en déduit I’ensemble des solutions: & = {O}

@ On a les manipulations algébriques suivantes:
z-e?® —2.e2* =0
ez‘””'(x — 2) =0
Un produit est nul si, et seulement si, au moins un de ses
facteurs est nul. Sachant que la fonction exponentielle
est strictement positive et ne s’annule pas, on en déduit
I’équation :
r—2=0
=2
On en déduit I’ensemble des solutions: & = {2}

C.17
De I’équation :

e:E2+1 — ez
et de la propriété (e“:eb == a:b), on en déduit:
22+l=zx
22 —2+1=0

Etudions le discriminant du polynéme du second degré
du membre de gauche:
A=b—4ac=(-1)?2—-4xIlxl=1-4=-3
Le discriminant étant strictement négatif, on en déduit
que cette équation n’admet aucune solution :
S=0

@ On a les manipulations algébriques suivantes:
(ez+1)2 — oot
e2(@+1) — em2+1
02742 _ oz’ +1
De la propriété: (ea:eb - a:b)
2r+2=2%4+1
0=224+1-22-2
0=2%-2z-1
Le discriminant du membre du second degré a pour dis-

criminant :

A=0b%—4dac=(-2)?—4xIx(-1)=4+4=38
On a la simplification : \/E = \/ =4x2 = 2-\/5

Le discriminant étant strictement positif, on a les deux

racines:
—b—+/A —b+ A
T =— To = ————
2-a 2-a
(=222 —(-2)+2V/2
B 2x1 B 2x1

2-24/2
2
2-(1-/2)

2

2
=1-4/2 =1++/2

@ La fonction exponentielle étant strictement positive,
I’équation :
e?"Hl L et =
présente la somme de deux termes strictement positifs
qui doit étre nulle. Cela n’étant pas possible, cette équa-
tion n’admet aucune solution.

242/2
2
2.(1+/2)

C.18
O) e _
e+ = exp(0)
Par la stricte croissance de la fonction exponentielle :
2 +r=0
x- (x + 1) =0

Ainsi, 'ensemble des solutions possédent deux éléments :

S:{—l;O}
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@ o7 +5 (ex+2)2
o245 o2:(z+2)

@2 +5 _ g2u+4

Par la stricte croissance de la fonction exponentielle:

22 4+5=2r+4
22 —22+1=0
(z—1)2=0
On a: S:{l}

p(x) <e

exp(x) < exp(1)
La fonction exponentielle est strictement croissante
r<l1
L’ensemble des solutions de cette inéquation est:
S :] —00;1 [
(b) exp(—z)>1

exp(—z) = exp0

La stricte croissante de la fonction exponentielle donne:

—xz =0
r<0

On a pour ensemble de solution: S=R_

udions I'inéquation :

Q24> 1
e2r—4 > o0

De la propriété: (e“}eb — a}b)
20 —4 >0
20 > 4

T ==

T =2

L’ensemble des solutions est: S = [2; —i—oo[

@ e2:071 < et
La fonction exponentielle est strictement positive:
emel e
< J—
er ev
emelfx <1
e;c—l < e0
La fonction exponentielle est strictement croissante :
z—1<0
r<l1

L’ensemble des solutions est: S:] —00; 1[

o
(a) Ona:

®

e —e >0

e’ (1—e ) >0
La fonction exponentielle est strictement croissante :

l1—e 22 >0

1>e 2

e 2 <1

=22 < o0
La fonction exponentielle est strictement croissante :

—2x <0

x>0
L’ensemble des solutions est: S = R%

On a les transformations algébriques suivantes:
e’ —-3e <0

e*x~(:1: - 3) <0

Etudions le signe du membre de gauche:
x —00 3 +00
e " + +
T —3 — +
e*”(x—?)) — +

On en déduit I’ensemble de solution:

C.22

®

.

Etudions I'inéquation :
em2—3w+5 <e

ot =345 - ol
De la propriété: (ea<eb == a<b)
22 -3r+5<1
22 -32+5-1<0
22 -3z +4<0
Le membre de gauche est un polynéme du second degré
dont le discriminant a pour valeur:
A=0b%—4ac=(-3)%—4x1x4=9-16= -7
Le discriminant étant strictement négatif, ce polyndéme a
pour signe le signe de son coefficient du terme du second
degré: c’est-a-dire positif.
Ainsi, I'inéquation 22—3z+4<0 n’admet aucune solu-
tion.

La fonction exponentielle étant strictement positif, on

L . . 2
en déduit que I'inéquation (e3*71)” <0 n’admet aucune
solution.

¢ Btudions l'inéquation :
e?” + 3.6 < 4

e +3.e* -4 <0

(e")? +3e" —4< 0
® Etudions le polynome z2+3z—4 qui a pour discrimi-

nant:

A=10—4ac=3>—4x1x(—4)=9+16=25
On a la simplification: \/Z =425=5
Le discriminant étant strictement positif, on en déduit
que ce polynéme admet les deux racines:
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- VA bt VA
r = ——— Tog = ————
2-a 2-a
 —3-5 =345
Too2x1 To2x1
_ -8 _2
) )

On en déduit la factorisation:
2?4+ 3z —4=(z+4)(z-1)
® On en déduit la factorisation :
e?® 4 3.e% < 4
(e*)” +3e” —4 < 0
(ew+4)(e“’ — 1) <0
® Résolvons les deux équations:

B e +4>20=¢e"> -4
On en déduit: S =R

el —120=—=e"2>1
On en déduit: S = [O; —l—oo[

® On en déduit le tableau de signes:

T —00 1 +00

e” 44 + +

e’ -1 —

e + 3e” — 4 —

On en déduit les solutions de notre inéquation :

S=]-00;0]
@ e’ +e " <2
e? —24+e <0
La fonction exponentielle est strictement positif sur R
eIo(e‘” -2+ e’w) <e”0
02T _ 2.0T 4 o—THT < oT.()
e?® —2.e*+1<0
(e‘”)2 —2e"+1<0
(" —1)* <0

Or, le carré d’'un nombre réel n’est jamais strictement
négatif: S=o

n peut conjecturer :

® La courbe & est située au-dessus de €, sur I'intervalle
[051];
® La courbe % est située en dessous de &, sur I'intervalle
[1;+00].
@ Pour étudier la position relative de ces deux courbes, étu-

dions le signe de la différence:
f(@)—g(z) =xe® —a?e® =ge (1 —2)

La fonction exponentielle étant strictement positive sur
R, on obtient le tableau de signes:

T 0 1 ~+00
T + +
1—-=z + -
f(x)—g(z) + -

Ce tableau de signes confirme la conjecture de la question

C.25
® Montrons que les coordonnées du point A sont véri-
fiées par ces deux fonctions:

2 f(1) = (1 — 1)~e3X1 =0xe3 =0x1=0
2 g(1)=12-2x1+1=1-2+1=0
® Montrons que les coordonnées du point B sont vérifiées
par ces deux fonctions:
2 f(0) = (1 —O)~e3><0 =1xe=1x1=1
2 g(0)=02-2x0+1=0-0+1=1
@ @ Pour tout nombre x appartenant a I'intervalle [O ; 1] ,
on a:
x>0
3x >0

La fonction exponentielle est strictement croissante :

@ Le nombre x appartenant & I'intervalle [O ; 1], on a:
x>0
2T 1420
@ De la question précédente, on a:
T 1420
Puisque x € [O;l], onal—x>0:
(I—a)(e**=1+2) >0

f(@) —g(z) =20

C.26
f(x) =e”
@ L’expression de la fonction f est donnée sous la forme:
fla) = et
ou la fonction u est définie par:
a=2 ; b=0

La formule de dérivation de la composée d’une fonction
affine par la fonction exponentielle donne I’expression de
la fonction f’ dérivée de la fonction f:

f/(l') — a_ea‘z-‘rb — 2_62'1'

@ L’expression de la fonction f est donnée sous la forme:
fl) = et
ou la fonction u est définie par:
a=-1 ; b=3

La formule de dérivation de la composée d’une fonction
affine par la fonction exponentielle donne ’expression de
la fonction f’ dérivée de la fonction f:

f(z) = ae®™tb = —1.e377 = 37

C.27
E?a fonction f est définie sur R et admet pour la fonction
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f! pour dérivée dont I'expression est :
f(x) =2e"+ 22
@ La fonction g est définie sur R et admet pour la fonction
g’ pour dérivée dont ’expression est :
1 3
g'(x) — Z_(?’.ei’mr:—k—l) + (_2).8—256 — z_e?)a:—&-l _ 2.e—2x

(1) La fonction f admet pour dérivée la fonction f’ dont
I’expression est :

f'(x) =3x (72).(31*21 — _gel-2e

La fonction exponentielle étant strictement positive sur
R, on en déduit que la fonction f’ est strictement néga-
tive sur R.

@ La fonction f’ étant strictement négative sur R, on en
déduit que la fonction f est strictement décroissante sur
R.

fonction f admet pour dérivée la fonction f’ dont

I’expression est :
f(x) = 3x5-e57F1 = 15.e77+!

La fonction exponentielle étant strictement positive sur
R, on en déduit que la fonction f est strictement crois-
sante sur R.

@ La fonction g admet pour dérivée la fonction ¢’ qui admet
pour expression :

g (x) =0—3x(—=1)e®
La fonction exponentielle étant strictement positive sur
R, on en déduit que la fonction f est croissante sur R.

=3e "

fonction f admet pour dérivée la fonction f’ dont

I’expression est :

frle)=1—e"
Résolvons I'inéquation :
fl(x)>0 e <el
1—e*>0 —z<0
—e > -1 z>0
e " <1
On en déduit le tableau de signe de la fonction f’:
T —00 0 +00
f'(x) - +

On en déduit :

® Sur ]—00;0[, la fonction f est strictement décrois-
sante.

® Sur ]0;+oo[, la fonction f est strictement décrois-
sante.

@ La fonction f admet pour dérivée la fonction f’ dont
I’expression est :

g (z) =6+ 3x(—2)e "2

Résolvons I'inéquation :

=660

g'(xz) >0 e 2 < ¢f

— 6.e_2I > —6 —2xr <0
6 0
e72m < _76 x > ?2
e 2 <] z>0
On en déduit le tableau de signe de la fonction ¢’ :
T —00 0 ~+00
g'(z) - +

On en déduit:
® Sur ]—oo;O[, la fonction g est strictement décrois-
sante.

® Sur ]0;+oo[, la fonction ¢ est strictement décrois-
sante.

(1) Etudions la dlfference
+ + el x el-i—a; _ e1—1:

f(@) —g(z) = 5 - 5
(el—l-x 4 el—m) _ (el—i-m _ el—m)

2

el+:c _|_e1—m

el+a: + el—:c _ 2 . el—x

l1—z

2 2
La fonction exponentielle étant strictement positive:

f@)—g(z)>0
@ La fonction f admet pour dérivée:

elJrz 4 (_elffv) el+x _ el—x
/ _ — —
fx) = 5 = 5 =g(z)
el+r _ _61*1‘ elJr:v + elfz
gy = o) e

(3) (a) La tangente (T') admet pour équation réduite:
y = f'(a)(z —a) + f(a)
D’apres la question @:
y = g(a)(z —a) + f(a)
@ La tangente (T”) admet pour équation réduite:
y=4g'(a)(z—a)+g(a)
D’apres la question @:
y = fa)(z —a) +g(a)
@ Le point M est le point d’intersection des tangentes (T')
et (T") et 'abscisse du point M est défini par 'équation :

g(a)-(z —a) + f(a) = ( )(z —a) +g(a)
ga)-(z—a)+f(a)—f(a) (z—a)—g(a) =
gla)(x—a—1) = fla)(x —a—1) =
[9(a) = f(a)]-(z —a—1) =0
Or, nous avons vu que, pour tout réel z, on a:
f(@)=g(x)>0 = g(z)—=f(2)<0
Le produit étant nul et le facteur g(a)—f(a) étant non-
nul, on en déduit que le second facteur est nul:
z—a—1=0
r=a+1
Ainsi, le point d’intersection des deux tangentes (7°) et
(T") a pour abscisse a+1.

C.32

https://kcauvinl.chingmath.fr



@ La fonction f est définie par le produit des fonctions w

et v ou:
uwlx)=3—-—z ; v(xr)=e"
qui admettent pour dérivée:
u(z)=-1 ; v'(x)=¢€"

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
I’expression de la dérivée de la fonction f:

f'(x) = o/ (x)v(x) + u(z)v (z) = —1-e" + (3—z)-€”
=[-14+(3—a)]e" = (2—x)-€"
@ L’expression de la fonction g est donnée sous la forme du
produit des fonctions u et v définies par:
ulz)=x4+1 ; v(z)=¢€"
qui admettent pour dérivées:
W@)=1 ; V'(zx)=¢€"

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
I’expression de la fonction ¢’ dérivée de la fonction g:

g (z) = u'(x)v(x) +u(x)v (z) = 1-e” + (x4 1)-€"
=(1+z+1)e” = (z+2)"

La fonction f est définie sur R et son expression est

donnée sous la forme du produit des fonctions u et v définies
par:

u(x)=2x-1 ; wv(x)=¢€"
qui admettent pour dérivées:
u(x)=2 ; v (x)=¢€"

La formule de dérivation d'un produit permet d’obtenir
I’expression de la fonction f’ dérivée de la fonction f:

f'(@) = u'(2)-v(z) + u(@)v'(z) = 2-€” + (2z — 1)-e”

= (23:—1—!—2)-69” = (2x—|—1)-em
e I'information f(0)=3, on a:
f(0)=3
(a><02+b><0+c)~e0+5:3
cx1+5=3
c=3-95
c= -2

Ainsi, la fonction f admet pour expression:
f(@) = (a-a® + b-w —2)-e” + 5.
@ De l'information f'(0)=0,5, on a:
( ) - 075
[ax0% 4 (2-a + b)x0 — 2+ b]-e® = 0,5
(—2+b)><1 =05

—24b=05
b=05+2
b=25

Ainsi, la fonction f/ admet pour expression :
fl(x) = [a-a® + (2-a+b)-x — 2+ b]-e”

= [a-2? + (2:a+2,5)-x — 2+ 2,5]-e”
= [a~x2 + (2-a + 2,5)~:E + 0,5] -e®

De l'information f/(1)=0, on a:

ff1)=0
[ax12 + (2-a 4 2,5)-1 + 0,5] ¢! =0
(a—|—2a—|—25+05) =0
(3a+3)-el =0

Le nombre e' est stricement positif: donc non-nul:
3a+3=0
3-a=-3
a=-—1

La fonction f admet pour expression:
f(@) = (—2® + 2,50 — 2)-¢” +5.

C.35
® On a les deux limites:

lim z+1=400 ; lim e =40
T——400 TH—+00

On en déduit la limite:
lim cof(z) = lim (z+1)€e® =400
T+ TH+00

® On a le développement :

f(z)=(x+1)€® =z-e® +e*
On a les deux limites:
lim ze*=0 ; lim e =0
Tr——00 Tr——00

On en déduit la limite:
lim f(z)= lm xe”+e*=0
T—r—0o0 T—r—00

@ L’expression de la fonction f est donnée sous la forme du
produit des fonctions u et v définie par:
ulxz)=x4+1 ; v(z)=¢€"
qui admettent pour dérivées:
u(z) =1 ; V'(zx)=¢€"
La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
Pexpression de la fonction f”:

f'(x) = (x)v(x) +u(z)'(x) = 1xe® + (z 4 1)-¢"
=(1+az+1)e" = (z+2)e

@ La fonction exponentielle étant positive sur R, le signe
de f’ ne dépend que du facteur z+2.

On obtient le tableau de signes:

T —00 -2 +00

f'(x) - +

On a 'image suivante par la fonction f:
F(=2) = (24 1)-c? = 2

La fonction f admet le tableau de variations:

T -00 -2 +oo

Variation
de f

(1) La fonction f est donnée sous la forme du produit des
deux fonctions u et v définies pour tout z€R par:
u(z) = —6-22 +5x ; v(r)=e"
qui admettent pour dérivées:
u(z)=-12z+5 ; v'(x)=¢€"
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La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
I’expression de la fonction f:

f(x) = u'(z)-v(x) + u(z)v'(z)
= (122 +5)-¢” + (—6-2® + 5-)-e”
= (—123: +5—6-2% + 5-1;)-ea7 = (—6-3:2 — Tz + 5) -e”
@ Le polynéme —6-22—7-2+5 du second degré admet pour

discriminant :

A=b2—4dac=(—T)>—4x(~6)x5 = 49+120 = 169
On a la simplification: \/Z =4/169 =13

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet les deux racines:

—b—+/A —b+ /A
rNy = —F " ro = —(——

2-a 2-a

_ —(-7)—13 (=7 +13

— 2x(—6)  2x(—6)

713 _T+13

12 12

-6 20

12 12

1 5

T2 T3

Le facteur e® étant strictement positif sur R et le coeffi-
cient du terme du second degré du premier facteur étant
strictement négatif, on en déduit le tableau de signes:

% 400
rwl - . -
@ On en déduit :

T —0oQ —

wlot

. . 1
® la fonction f est croissante sur: [_5 ; 5} ;

® la fonction f est décroissante sur:

BN V]

31712

® L’expression de la fonction f est donnée sous la forme du
quotient des deux fonctions u et v définies par:
u(x)=¢" ; wv(x)=z+1
qui admettent pour dérivée:
u(x)=e" ; V(x)=1
La formule de dérivation d’un quotient permet d’obtenir
Pexpression de la fonction f dérivée de la fonction f:
F2) u'(z)v(z) —u(z)v'(z) e (z+1) —e"x1
r)= 2 = 2
[v(x)] (z+1)

z-et +e¥ —e” r-e®

B T (@t

(x+1)°
® L’expression de la fonction f est donnée sous la forme du
quotient des deux fonctions u et v définies par:
u(x)=2x+1 ; ov(z)=¢€"
qui admettent pour dérivée:
u(z)=2 ; v(x)=¢€"

La formule de dérivation d’un quotient permet d’obtenir
Pexpression de la fonction f dérivée de la fonction f:

' (z)-v(z) — u(z)v (z) _ 2e” - (22 +1)-e”
[o(@))” ()
[2— (224 1)]-e" _2- (22 +1)
) &
2—-2z—1 _ 1-22

f'(@) =

® L’expression de la fonction f est donnée sous la forme du
quotient des deux fonctions u et v définies par:
u(x)=3e"+1 ; v(z)=e" -1
qui admettent pour dérivée:
u'(z) =3€" ; v(x)=¢"

La formule de dérivation d’un quotient permet d’obtenir
Pexpression de la fonction f’ dérivée de la fonction f:
, o' (z)v(z)—u(z)v'(z)  3-e"-(e®—1) — (3-e"+1)-e”
f'x) = 2 = 2
[v(z)] (e® —1)
3-e2% — 3.e¥ — 3-e2* — e” —4-e”

(1)

| C.38
{i—TI?a fonction g admet pour dérivée la fonction ¢’ dont
I’expression est :
g(z) =22 —e® — 1

On a les transformations algébriques suivantes:
(e"—1)(2-e"+1) = 2> 46" —2-e"—1 = 2:¢*" —e” —1 = g(x)

@ De la forme factorisée de la fonction ¢’, on obtient le
tableau de signes de cette fonction sur R:

T —00 0 +o00

g'(x) - +

Ainsi, la fonction g est décroissante sur ] —00; 0] et crois-
sante sur [O ; +00 [: la fonction g admet un minimum en
0 qui a pour valeur:

g(0)=e?*0—e? —0=1-1-0=0

@ Du minimum de la fonction g sur R, on en déduit que
pour tout z, on a:
g(z) 2 0
Donc, pour tout entier naturel n, on a:
g(un) =0
e?un —eUn —q, >0
Upt1 — Up =0
Unt1 2 Un

On en déduit que la suite (un) est une suite croissante.
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